Lecture n° 9.

Regression.
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Droite de régression linéaire.

Admettons que:

= NOus connaissons N paires de variables XY,
= Ces points se placent sur une droite suffisamment bien
pour que le coefficient de corrélation soit proche de 1.

PROBLEME: comment déterminer tels parameétres a, b pour que la droite
y = ax + b passe le plus prés des points expérimentaux ?

PROCEDURE:

= Sion connaissait les valeurs a et b, on pourrait calculer, pour chaque valeur de X;,
la valeur théorique Y; (notons la V):

y, =ax +b
= Notons: d=y-¥y=y-ax-b
n a . 2 _
= Nous voulons que Y (d;)*=min_ donc da’s (0 =0
i=1 PR ,
— d) =0
et ab i=1( |)
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Droite de régression linéaire.
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+ <

_ i=1 i=1

Si nous additionnons les équations, les termes contenant b se simplifierons.

Alors, nous pourrons déterminer la valeur de a:
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Droite de régression linéaire.

any. Zny.
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Nous avons alors des formules permettant de déterminer
les coefficients de la meilleure droite passant a travers des points (X;, Y;),
tenant compte de TOUS les points.

0= Y~ XLy _ cov(x,y)
X" —X* s
Xy-XXy
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Incertitude sur les parametres de la
droite de régression linéaire.

Une fois les parametres de la droite de régression déterminés, nous pouvons evaluer
la précision de leur estimation.

PROCEDURE:

= Connaissant les valeurs a et b, calculons, pour chaque valeur de X;, la valeur V;:
Y =ax +b

= Notons d =y —ax —b

= En utilisant la formule de propagation de variances, on obtient

n

(-2)S} =Y () =Y dy -2 dx-bY d

i=1
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Estimation de la droite de réegression linéaire.

Nous pouvons aussi estimer I'imprécision (I'intervalle de confiance)
de chaque valeur théorique y;:

PROCEDURE:

= Prenons comme point de départ de I'analyse le point M()Z,y_). Y™

= Connaissant les valeurs a et b nous pouvons calculer,
pour chaque valeur de X;, la valeur V;:

Y =ax +b
Y =y+a(x —X)

= Si on connait précisément la valeur X; (alors aussi X),
y; est la fonction de deux variables uniquement:

S\/i = f(y, a)
= En utilisant la formule de propagation de variances, pn gbtient
Yi _
~ \2 A N2 — =
S? = % 32 +(%j S? avec 6}/
w olay) v \oa) *° oy _ % -%
oa
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Estimation de la droite de réegression linéaire.

= On obtient alors

S? =S° +(X, _7()282 avec > _ 53 _
Wy S = = _Z)Z(y. y)’

1

i(& -X)*

S? =

2
Sy

Donc,
SZ S (Xl X) SZ —_ y (Xl _) SZ

Z(x oon Z(x %)?
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Estimation de la droite de réegression linéaire.

Donc, chaque valeur Y, déterminée par la formule de droite de régression linéaire
est entourée d’un intervalle de confiance .

= Au niveau de risque 0 = 0, 31 (précision d’'un écart type), l'intervalle de Y, est
(y - Sy; y+ Sy)
= Pour un niveau de confiance 0 arbitrairement choisi,
(Y—U,S;; Y +U,S;) = Sin> 30, u, est le coefficient
multiplicatif de la loi normale

= Sin <30, u,est le coefficient de
Student

CONSEQUENCE:
L'incertitude de y, varie d’'un point de droite de régression a l'autre:

= elle est minimale pour x; = X, B
= elle augmente quand x; s’écarte de x.
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EXEMPLE: Estimer la corrélation et la droite de régression linéaire
pour un ensemble de 10 mesures (X;Y;):

1. Calcul de corrélation et de droite de régression:

2 L _X-Xly__ 10152-4(-593
Xy | OO | xiyi | (d) S,S, (514-4%)(20672-59%)

6| 150 | 36 |225| -90 | 1.21 r=-1
3| 91 | 9 |83|-273| 16 ) t\; énl
28 O 79 O 01 correlaton negative presque iaeaie

0

1 1.1 1 12| 11 16 _Xy-xXly _10152-4(-593 _

2| 09 | 4 |81]-18] .36 =" T o4z —-219
5 X '

7

6.8 | 25 |46.3| -34 | 1.69
113 | 49 [128(-79.2| 1.44 b=y-ax= 283
10| -19.9 | 100 |395]| -199| 6.64
11| -22.1 | 121 |488|-243| 64

13| -26.3 | 169 |692|-342| 36 ~ 1 1 .
40 -593 1 20672 t .67 S =S §—0-913 10(51.4—16)~OO5

514 -1015.2

S =S./X2 = 05J514 = 04
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2. Calcul de l'intervalle de confiance de la droite de régression:

Xi |y |Xiex|a(xi-x)(xi=x)?| yi - By | yi+ Dy
-6 | 150 |-10 | 219 | 100 | 1168 | 20.26
-3 91 |-7 |153 | 49 5.91 12.83
O| 28 |-4 (875 | 16 0.04 5.60
1| 11 |-3 657 | 9 -1.88 3.16
2| -09 |-2 438 | 4 -3.9 0.8
51 -68 |1 [-219 | 1 -104 | -5.84
7| -113 |3 |-657| 9 |[-15.02 | -9.98
10| -199 | 6 |-131 | 36 |[-2222| -15.84
11| -221 |7 |-153 | 49 |-24.69 | -17.77
13| -26.3 |9 |-19.7 | 81 |-29.66 | -216
40 -593 354 f
< \2
Ay =u, XS, %+ n(>§ _X)
2% = %)

~0T MP2 2011

= Pour n =10 et le niveau de
confiance O = 0.99, u,=3.3554
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Comparaison des parametres d’une droite
a des valeurs théoriques.
(TEST DE CONFORMITE)

Admettons que dans une population P les variables X et Y soient liées par la relation
Y=AX+B

A partir d’une étude de I'’échantillon (une série des mesures Xy, , nous trouvons
y=ax+b

PROBLEME: Notre observation est-elle conforme a la loi théorique?

Hypothese H,: a=A, b=B

Sous I'hypothése H,, la variable aléatoire T_ (T,)
a—-A b-B

SA b= SB)

suit la loi de Student a v = n-2 degrés de liberté.

Ty =
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Comparaison de deux droites de régression
experimentales.
(TEST dHOMOGENEITE)

@ Admettons que dans une population P les variables X et Y sont liées.
@ Dans une autre population P’, les variables X et Y’ sont aussi liées.

@ Dans les échantillons E et E’, extraits de ces populations, les relations observées
entre le variables sont:
y=axtb (&)

yI:ale+bI (SRI)
Hypothese H, : Les coefficients directeurs de deux droites sont identiques : a = &’

Le test nécessite la vérification préalable o2 = (n-2)s; +(n"-2)sy"
d’égalité de variances de deux populations.

n+n-4
Theoreme : Sous 'hypothese H, et sis = s’, la variable T

T= a—a

1 1
g +
\/nSZ(X) n'S*(X)
suit la loi de Student av =n +n’ -4 degrés de liberté.
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